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44 A fizikai mennyiség

Fuggvénynek a matematikabanolyan hozzarendelést neveziink,
amely bizonyos szamoknak mds szamokat feleltet meg. Pl. a szi-
nuszfiiggvény a 0, /2, # szdmokhoz rendre a 0, 1, 0 sza-
mokat rendeli.

Operdtoron pedig olyan miveleti utasitdst értiink, amely bizo-
nyos fiigguényekhez mds fiigguényeket rendel. Az &ltaldnos
operatorfogalomra példdk a kovetkezdk:

a differencidloperdtor, amely pl. x%-hez, log x-hez, e*-hez
rendre differencidlhdnyadosaikat, a 2z, 1/x, ¢* fliiggvénye-
ket rendeli; |

a gyékvonds, amely pl. z?-hez, e*-hez rendre a +x, + ¢*/2
fliggvényeket rendeli;

az abszolutérték-képzés, amely a fiiggvényekhez bizonyos
pontokban 6nmagukat, bizonyos pontokban (— 1)-szeresiiket
rendeli. Igy pl. e*-nek, —x%*nek rendre az e*, x? fiiggvénye-
ket felelteti meg.

A fenti példdk mutatjak, hogy az operatorfogalom a fiigg-
vényfogalom magasabb szinten torténé matematikai tovabb-
fejlesztésének tekinthet6. Az operatorok még tobbfélék, mint
maguk a fiiggvények. Az operatorok fizikai alkalmazasainél
bizonyos korlatozo feltevésekkel kell élniink. Amiként a
klasszikus fizikdban sem engedjiik meg, hogy egy tomegpont
palyajat szakadasos fiiggvény irja le, ugy a kvantumiizik4-
ban sem hasznalhatunk akarmilyen operatort.

Az operatorokkal kapcsolatban valés valtozok olyan fiigg-
vényeivel fogunk foglalkozni, amelyek

eqyértékiiek,
folytonosak,
korldtosak és négyzetesen integrdlhatok*.

A felsorolt kovetelményeket kielégité fiiggvényeket a tovab-
biakban reguldris fiiggvényeknek nevezzik. A reguléris fiigg-

* Négyzetesen integralhaténak nevezziik azokat a fiiggvényeket, amelyek
abszolit értéke négyzetének az egész tartoméanyra képezett hatarozott
integralja létezik,
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vények 0sszességét els részletes tanulmanyozoéjarol HILBERT-
féle fiiggvénytérnek, roviden HiLBERT-{érnek hivjak. A fizi-
kaban alkalmazott operatorok, a fenti kovetelményeket
kielégito fiiggvényekre hatnak: a HiLBERT-tér elemeit viszik
at egymasba. A regularis fiiggvények jelolésére a kis gorog
betliket (w, p,...) hasznaljuk. Az operatorokat wvastagon
szedett betlikkel jeloljik. Igy azt a fiiggvényt, amelybe a
fliggvényt az O operator atviszi, Oy-vel jeloljiik.

Az operatorok koziil a fizikaban azokat alkalmazzuk, ame-
lyeknek a kovetkezd sajatsagaik vannak:

O(p,+vy) = Oy, +0yp,, (7.1)
O(ky) = k(Oy). (7.2)

Itt O a kérdéses operator, p, p; és y, olyan reguldris fiigg-
vények, amelyekre az (0 operator értelmezve van, k tetszo-
leges (valds, képzetes vagy komplex) szam. A (7.1) és (7.2)
kovetelményeket kielégité operatorokat linedris operdtorok-
nak nevezziik. (A felsorolt példdk kozil a differencial-
operator linedris, a gyokvonds és abszolutérték-képzés azon-
- ban nem. Utobbiaknal 4ltaldban sem a (7.1) sem a (7.2)
kovetelmény nem teljesiil).

Két operator Osszegét a kovetkez6képpen értelmezzik:

(0,+0)p = 019+ 0,9p.

Két operator szorzata az operatorok egymas utan wvalo
alkalmazasanak felel meg:

0,0,y = 0,(0,p) = 0,9, ahol ¢ = O,y.

Latni fogjuk, hogy az operéatorok alkalmazasanak sorrendje
dltaldaban nem kozombos; az operatorok a szorzatban nem
cserélhetdk fel. Egy operdtor négyzetének alkalmazésa vala-
milyen fiiggvényre azt jelenti, hogy az operatort kétszer
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egymas utan alkalmazzuk:

0%p = 0(0y) = Og,
ahol ¢ = Oyp.
Bizonyos esetekben el6fordulhat, hogy a kiszemelt O
operator valamilyen ¢ fiiggvényt ugyanezen fiiggvény
konstansszorosaba viszi at,

Ilyen" ¢ fiiggvény esetében az operdtornak a fiiggvényre
val6 alkalmazasa, azaz az operatorral valo ,,szorzds” a k
szammal torténé szorzasnak felel meg. Azt mondhatjuk,
hogy az O operator, mint altaldnositott értelemben wvett
»>mennyiség” a @ elétt allva a k értéket ,,veszi fel”. k-t az
O operator sajdtériékének, -t az operdtor sajdtfiiggvényének
nevezzitk. A (7.3) Osszefiiggés neve sajatértékeqyenlet.

Taldalhatok olyan operatorok, amelynek sajatértékei
diszkrét sorozatot alkotnak, pl. ki, ky, ... ky, ... Az ilyen
operator nyilvan alkalmas olyan fizikai mennyiség leirdsara,
amelynek lehetséges értékei szintén diszkrétek és éppen a |
fenti ky, ko, ... ky, ... szdmokkal egyeznek meg. A foly-
tonos és differencidlhato fluggvények helyett a linedris
operdatorok nyujtanak alkalmas matematikai eszkozt a
kvantalt értékkészletii fizikai mennyiségek lefrasara.

A sajatértékek vizsgalata esetén elsé példaként tekintsiik
az 0 = d/dx differencidloperatort. Ennek (7.3) sajdt-

értékegyenlete:

d

¥ = ke.
dx

Az egyenletbdl kovetkezik, hogy ¢ = Ae**, a differencidl-
operator sajatfiiggvénye az exponencialis fiiggvény. @-nek
természetesen korlatosnak kell lennie. Ez k wvalos értéke
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mellett nem kovetkezik be, de akkor igen, ha k képzetes:
k = *L1|k|, ahol |k| a k abszolit értékét jelenti.

@ = Aetiklz = A (cos |klxZi sin |k|x).

A differencidloperator sajatértékei tehat folytonos sokasagot
alkotnak. Sajatérték minden képzetes szam.

Diszkrét sajatértékkészletre példaként tekintsiik azt a P
operatort, amelyet a y(x) fliggvényre alkalmazva a p(—x)
figgvényt szolgdltatja (paritasoperator):

Py(x) = p(— ). (7.4)
Irjuk fel a P operator sajatértékegyenletét.
Py(x) = ko(x), azaz @(—zx) =ko(x). (7.9)

Alkalmazzuk az egyenlet mindkét oldaldra még egyszer P-t.
A jobb oldalon ismét hasznaljuk fel a (7.5) 0Osszefiiggést.
Kapjuk:
p) = kp(—x) = Ko(z).

Ebbdl leolvashato, hogy k* = 1. A P operator k sajatértékei
tehdt a +1 és a —1 szamok (k = +]/1). A megfelels sajat-
fiiggvények ‘a

p(—x) = @(7) (k= +1)

sajatsaggaliértelmezett Gn. pdros fiiggények (e=**, cos x stb.),
lletve a
(=) = — () (== e=l)

sajatsdggal jellemzett Gn. pdratlan fiiggvénynek (xe=, sin x
stb.). |

A regularis fiiggvényekkel végzett szamitasokban gyakran
szerepel két fiiggvény szorzatdnak integralja. A jelolések
egyszerlsitésére bevezetjik két fuggvény skaldris szorzatd-
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nak fogalmat. A skaldris szorzas olyan miivelet, amely két
fliggvényhez egy szédmot rendel a kovetkezdképpen:

W v2) = [ pF@py(@)de. (7.6)

A * a komplex konjugaltat jeloli. (Tobbvaltozos fiiggvények
esetében mindegyik valtoz6 szerint integralnunk kell a teljes
tartomanyra.)

A (7.6) értelmezés felhasznalasaval igazolhatok a skalaris
szorzat kovetkezd sajatsagai:

(W1 Patw3) = (Y1 Po)+ (P1> ¥3), (7.7)
(W1 P2) = (Yo, P1)*, (7.8)
(Y1 kys) = k(1 9,), (7.9)
(ks w2) = K*(1, 92), (7.10)
(1, 0) = 0. (7.11)

E tulajdonsagok sokban emlékeztetnek a vektorok skalaris
szorzdséanak miiveleti szabédlyaira. Az analogiat kovetve két
olyan fiiggvényt, amelyeknek skaldris szorzata zérus, egy-
mésra ortogondlisaknak mondunk. (Pl. paros és paratlan fiigg-
vények egymdsra ortogonalisak.)

Egy fliggvénynek onmagaval val6 skaléris szorzata feltét-
leniil pozitiv. E szadm pozitiv négyzetgyokét a fiiggvény
normdjdnak nevezziik, és azt a kovetkezdképpen jeloljiik:

lpll = (p, p)'/-. (7.12)

A norma fogalménak olyan szerepe van a fiiggvényeknel,
mint a szdmokndl az abszolut értéknek.

Az 0% operdtort O adjungdltjdinak nevezzilkk, ha minden
olyan v, és y, fiiggvény esetében, melyre O értelmezve van,
fenndll a kovetkezd Osszefiiggés:

(01> Opy) = (0OFpy, y). (7.13)
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o

Linedris operatorra egyszerti példa a ¢ komplex szdmmal valo
SZOrzas:

Oy = cy.

Az ilyen operator adjungaltjdnak (7.9) és (7.10) szerint ¢
komplex konjugaltjaval valdé szorzas felel meg. E példa
mutatja, hogy az adjungdlds szerepe operatoroknal analog
azzal, amit szdmoknal a komplex konjugalt képzése jelent.

Fizikai alkalmazasok esetén a wvaldos szamoknak kitiin-
tetett szerep jut: minden mérés valés eredményt ad. Ugyan-
ilyen kitiintetett szerepiikk van azoknak az operatoroknak;
amelyek megegyeznek adjungaltjaikkal:

0% = 0, azaz (y,, Op,) = (Oyy, v,) (7.14)

minden p,-re és y,re. Az ilyen operdtorokat hermitikus
operdtoroknak nevezziik. A hermitikus operdtorok sajatértékei
feltétleniil valésak. Ugyanis

Op = ko,

(¢, 09) = (p, ko) = k(p, p),
masrészt

(p, 0) = (0@, @) = k*(p, @), tehat k = k*.

A mérhetd fizikai mennyiségek értékei feltétleniil valdés szd-
mok. Ezért a fizikaban olyan operatorokat kell alkalmaznunk,
amelyeknek sajatértékei szintén valésak. A kiovetelménynek
a most megismert hermitikus operatorok felelnek meg.

A kovetkez6kben kizarolag hermitikus operatorokkal
fogunk dolgozni. Operatorokon tehat az aldbbiakban mindig
linedris hermitikus operdtort értiink. (Ez al6l kivételt csak
az I. Fiiggelékben tesziink.)

4 XKvantummechanika — 40768 —




